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     ΔΗ΢ΑΓΩΓΖ ΢ΣΗ΢ ΣΑΛΑΝΣΩ΢ΔΗ΢ 

         ΠΔΡΗΟΓΗΚΑ ΦΑΗΝΟΜΔΝΑ 

Πεξηνδηθά θαηλόκελα, ιέγνληαη ηα θαηλόκελα πνπ επαλαιακβάλνληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν ζε ίζα ρξνληθά 

δηαζηήκαηα. 

 

Υαξαθηεξηζηηθά κεγέζε πεξηνδηθώλ θαηλνκέλωλ   

 Πεξίνδνο 

Πεξίνδνο (Τ) νλνκάδεηαη ν ρξόλνο πνπ απαηηείηαη γηα λα νινθιεξσζεί κία πιήξε επαλάιεςε ηνπ 

θαηλνκέλνπ. Μνλάδα κέηξεζεο ηεο πεξηόδνπ ζην ζύζηεκα κνλάδσλ S.I. είλαη ην 1 s. 

 

 ΢πρλόηεηα 

Σπρλόηεηα (f) νλνκάδεηαη ην πειίθν ηνπ αξηζκνύ ησλ επαλαιήςεσλ ηνπ θαηλνκέλνπ πξνο ηελ αληίζηνηρε 

ρξνληθή δηάξθεηα. Δειαδή 
N

f
t

. 

Μνλάδα κέηξεζεο ηεο ζπρλόηεηαο ζην ζύζηεκα κνλάδσλ S.I. είλαη ην 1 Hz (1 Hz = 1 s
–1

 = 1 θύθινο/s).  

 

΢ρέζε ζπρλόηεηαο - πεξηόδνπ 

Από ηνλ νξηζκό ηεο ζπρλόηεηαο θαη ηεο πεξηόδνπ δηαπηζηώλνπκε όηη ηα κεγέζε απηά είλαη αληίζηξνθα.  

(Σε ρξόλν κηαο πεξηόδνπ έρνπκε κία επαλάιεςε). Δειαδή 
1

f
T

  ή  
1

T
f

 

 

 Γωληαθή (ή θπθιηθή) ζπρλόηεηα 

Η γσληαθή (ή θπθιηθή) ζπρλόηεηα (σ) δείρλεη ηνλ αξηζκό ησλ επαλαιήςεσλ ζε ρξνληθή δηάξθεηα ίζε κε 2π 

s. Μνλάδα γσληαθήο ζπρλόηεηαο ζην ζύζηεκα κνλάδσλ S.I. είλαη ην 1 rad/s. 

Η ζρέζε ηεο θπθιηθήο ζπρλόηεηαο κε ηελ πεξίνδν θαη ηελ ζπρλόηεηα είλαη: 
2π

σ
T

 θαη σ 2πf  
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      ΣΑΛΑΝΣΩ΢Ζ - ΑΠΛΖ (ΓΡΑΜΜΗΚΖ )ΑΡΜΟΝΗΚΖ ΣΑΛΑΝΣΩ΢Ζ 

 Πνηα θίλεζε νλνκάδεηαη ηαιάληωζε; 

Ταιάλησζε νλνκάδεηαη κηα πεξηνδηθή παιηλδξνκηθή θίλεζε πνπ γίλεηαη ζπλερώο πάλσ ζηελ ίδηα ηξνρηά. Αλ 

ε ηξνρηά ηεο ηαιάλησζεο είλαη επζεία γξακκή, ηόηε ε ηαιάλησζε ιέγεηαη γξακκηθή. 

 

 Πνηεο είλαη νη ραξαθηεξηζηηθέο ζέζεηο κηαο ηαιάληωζεο; 

Θέζε ηζνξξνπίαο: Είλαη ε ζέζε ζηελ νπνία ε ζπληζηακέλε δύλακε πνπ αζθείηαη ζην ζώκα ηζνύηαη κε 

κεδέλ. 

Αθξαίεο ζέζεηο: Σηηο ζέζεηο απηέο κεδελίδεηαη ζηηγκηαία ε ηαρύηεηα ηνπ ζώκαηνο θαη αληηζηξέθεηαη ε 

θνξά ηεο θίλεζεο ηνπ. Είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηε ζέζε ηζνξξνπίαο θαη ε απόζηαζε ησλ ζέζεσλ απηώλ 

από ηε ζέζε ηζνξξνπίαο νλνκάδεηαη πιάηνο ηεο ηαιάληωζεο. 

 

 Μεγέζε πνπ ρξεηαδόκαζηε γηα λα κειεηήζνπκε ηελ γξακκηθή ηαιάληωζε 

Όπσο θαη ζε θάζε άιιε θίλεζε έηζη θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο ηαιάλησζεο ε κειέηε ηεο θίλεζεο πνπ εθηειεί 

ην ζώκα γίλεηαη κε ηε βνήζεηα ηνπ δηαλύζκαηνο ζέζεο x  (πνπ νλνκάδεηαη θαη απνκάθξπλζε), ηεο 

ηαρύηεηαο π  θαζώο θαη ηεο επηηάρπλζεο α .  

 

α. Γηάλπζκα ζέζεο x  (ή απνκάθξπλζε):  

Είλαη ην δηάλπζκα πνπ έρεη σο αξρή ηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηεο 

ηαιάλησζεο θαη σο πέξαο ην ζεκείν όπνπ βξίζθεηαη ην ζώκα 

θάζε ρξνληθή ζηηγκή. Απηό ζεκαίλεη όηη ε απνκάθξπλζε είλαη 

έλα δηάλπζκα πνπ έρεη πάληνηε θνξά πξνο ηηο αθξαίεο ζέζεηο 

ηεο ηαιάλησζεο (όπσο θαίλεηαη θαη από ην δηπιαλό ζρήκα).  

Σηε ζέζε ηζνξξνπίαο ε απνκάθξπλζε ηζνύηαη κε κεδέλ. (x = 0).  

 

β. Σαρύηεηα π :  

Σν δηάλπζκα ηεο ηαρύηεηαο έρεη ηε θνξά ηεο θίλεζεο ηνπ 

ζώκαηνο. Άξα όηαλ ε θίλεζε γίλεηαη κε θαηεύζπλζε πξνο ηε 

ζεηηθή αθξαία ζέζε ε ηαρύηεηα έρεη ζεηηθή αιγεβξηθή ηηκή, 

ελώ όηαλ ε θίλεζε γίλεηαη κε θαηεύζπλζε ηελ αξλεηηθή 

αθξαία ζέζε έρεη αξλεηηθή αιγεβξηθή ηηκή. (Δελ έρεη 

ζεκαζία αλ ην ζώκα βξίζθεηαη ζηνλ ζεηηθό εκηάμνλα ή ζηνλ 

αξλεηηθό εκηάμνλα). 

Ο +Α

x
π = 0π = 0

-Α

πx = 0

Ο +Α

π = 0π = 0

-Α

πx = 0π
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γ. Δπηηάρπλζε α :  

Τν δηάλπζκα ηεο επηηάρπλζεο έρεη πάληα θνξά πξνο ηελ 

ζέζε ηζνξξνπίαο ηεο ηαιάλησζεο. Όπσο ζα δνύκε παξαθάησ 

έρεη ηε θνξά ηεο ζπληζηακέλεο δύλακεο.  

 

 

 Πόηε κηα γξακκηθή ηαιάληωζε ραξαθηεξίδεηαη ωο απιή αξκνληθή; 

Απιή αξκνληθή νλνκάδεηαη ε γξακκηθή ηαιάλησζε θαηά ηελ νπνία ε απνκάθξπλζε ηνπ ζώκαηνο από ηε 

ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπ είλαη αξκνληθή (ηξηγσλνκεηξηθή) ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ. 

 

  Πνηεο είλαη νη ρξνληθέο εμηζώζεηο x = f(t), π = f(t) θαη α = f(t) γηα έλα ζώκα πνπ εθηειεί απιή 

αξκνληθή ηαιάληωζε; 

Έλα ζώκα εθηειεί απιή αξκνληθή ηαιάλησζε ζηε δηεύζπλζε ηνπ άμνλα x′Ox, κεηαμύ ησλ αθξαίσλ ζέζεσλ 

x = –Α θαη x = +Α θαη κε ζέζε ηζνξξνπίαο ην ζεκείν O(x = 0).  

Θεσξνύκε όηη ηε ρξνληθή ζηηγκή t = 0 ην ζώκα δηέξρεηαη από ηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπ θαη ε ηαρύηεηα ηνπ 

είλαη ζεηηθή (δειαδή έρεη θνξά πξνο ηε κέγηζηε ζεηηθή απνκάθξπλζε +Α). 

Όηαλ ηθαλνπνηείηαη απηή ε πεξίπησζε όπσο ζα δνύκε παξαθάησ έρνπκε ηαιαληώζεηο κεδεληθήο αξρηθήο 

θάζεο, 

 

Υξνληθή εμίζωζε απνκάθξπλζεο 

Η αιγεβξηθή ηηκή ηεο απνκάθξπλζεο ηνπ παξαπάλσ ζώκαηνο από ηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπ, θάζε ρξνληθή 

ζηηγκή, ππνινγίδεηαη από ηελ εμίζσζε:  

        x = Aεκωt   

όπνπ Α ην πιάηνο ηεο ηαιάλησζεο θαη σ ε γσληαθή ζπρλόηεηα ηεο ηαιάλησζεο. 

 

Υξνληθή εμίζωζε ηαρύηεηαο 

Η αιγεβξηθή ηηκή ηεο ηαρύηεηαο ππνινγίδεηαη θάζε ρξνληθή ζηηγκή από ηελ εμίζσζε: 

       max
π = π ζπλωt   

όπνπ πmax = ωΑ ε κέγηζηε ηηκή ηνπ κέηξνπ ηεο ηαρύηεηαο (πιάηνο ηεο ηαρύηεηαο). 

 

Υξνληθή εμίζωζε επηηάρπλζεο 

Η αιγεβξηθή ηηκή ηεο επηηάρπλζεο ππνινγίδεηαη θάζε ρξνληθή ζηηγκή από ηελ εμίζσζε: 

       max
α = -α εκωt   

Ο +Α

α
π = 0π = 0

-Α

x = 0

α
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όπνπ αmax = ω
2
Α ε κέγηζηε ηηκή ηνπ κέηξνπ ηεο επηηάρπλζεο (πιάηνο ηεο επηηάρπλζεο). 

 

♦   Πνηα ζρέζε ζπλδέεη ηηο αιγεβξηθέο ηηκέο ηεο ηαρύηεηαο θαη ηεο απνκάθξπλζεο ζε κηα απιή 

αξκνληθή ηαιάληωζε; 

Η αιγεβξηθή ηηκή ηεο ηαρύηεηαο κηα ηπραία ρξνληθή ζηηγκή θαη ηεο απνκάθξπλζεο ηελ ίδηα ρξνληθή ζηηγκή 

γηα έλα ζώκα πνπ εθηειεί απιή αξκνληθή ηαιάλησζε ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε:  

       
2 2π = ±ω Α - x  

Απόδεημε ηεο ζρέζεο 2 2π = ±ω Α - x  

Έζησ έλα ζώκα ην νπνίν εθηειεί απιή αξκνληθή ηαιάλησζε ρσξίο αξρηθή θάζε. Η απνκάθξπλζε θαη ε 

ηαρύηεηα ηνπ ζώκαηνο ππνινγίδνληαη ζε θάζε ρξνληθή ζηηγκή από ηηο εμηζώζεηο:  

2

2x x
tx A t t   (1) 

x

2

2

ma tt t
max max

  (2) 

πξνζζέηνπκε θαηά κέιε ηηο (1) θαη (2) έρσ:  

22
x

1
A max

 ή 
2 2 2 2 2x

2 2x  

Η ζρέζε 2 2x  κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζε κηα άζθεζε κόλν εθόζνλ απνδεηρζεί. 

 

 Ζ ζρέζε ζπλδέεη ηηο αιγεβξηθέο ηηκέο ηεο επηηάρπλζεο θαη ηεο απνκάθξπλζεο ζε κηα απιή 

αξκνληθή ηαιάληωζε 

Οη αιγεβξηθέο ηηκέο ηεο επηηάρπλζεο θαη ηεο απνκάθξπλζεο ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε: 

        
2α = -ω x   

 

 Απόδεημε ηεο ζρέζεο  α = –ω
2
 x. 

Η ρξνληθή εμίζσζε ηεο επηηάρπλζεο είλαη: α = –αmaxεκσt = –σ
2
Αεκσt = –σ

2
(Αεκσt)  α = –σ

2
 x. 

Από ηελ ηειεπηαία ζρέζε παξαηεξνύκε όηη ζηελ απιή αξκνληθή ηαιάλησζε ε επηηάρπλζε έρεη πάληνηε 

αληίζεην πξόζεκν από ηελ απνκάθξπλζε. Απηό ζεκαίλεη όηη ην δηάλπζκα ηεο επηηάρπλζεο έρεη πάληνηε 

αληίζεηε θνξά από ην δηάλπζκα ηεο απνκάθξπλζεο. Επεηδή ε απνκάθξπλζε έρεη πάληνηε θνξά πξνο ηηο 

αθξαίεο ζέζεηο ηεο ηαιάλησζεο, ε επηηάρπλζε έρεη πάληνηε θνξά πξνο ηε ζέζε ηζνξξνπίαο. 
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Σην ζρήκα θαίλνληαη ηέζζεξηο ζέζεηο ηνπ ζώκαηνο (1, 2, 3, 4) 

θαζώο εθηειεί απιή αξκνληθή ηαιάλησζε. Είλαη θαλεξό πσο όηαλ 

ην ζώκα βξίζθεηαη ζην ζεηηθό εκηάμνλα (ζέζεηο 2,3), ε επηηάρπλζε 

έρεη θνξά πξνο η' αξηζηεξά (πξνο ηε Θ.Ι.), αλεμάξηεηα από ηε θνξά 

ηεο ηαρύηεηαο ηνπ, ελώ όηαλ ην ζώκα βξίζθεηαη ζηνλ αξλεηηθό 

εκηάμνλα (ζέζεηο 1,4), ε επηηάρπλζε έρεη θνξά πξνο ηα δεμηά (πξνο 

ηε Θ.I.), αλεμάξηεηα θαη πάιη από ηε θνξά ηεο ηαρύηεηαο ηνπ. 

 

♦ Πνηεο νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ εμηζώζεωλ x = f(t), π = f(t) θαη α = f(t), α = f(x) ζηελ απιή 

αξκνληθή ηαιάληωζε. 

0
t

x

T

Α

-Α

T

4
T

2

3T

4

      

t
0

π

T

4

T

2

3T

4

T

πmax

-πmax
     

0
t

α

T

αmax

-αmax

T

4

T

2

3T

4

            

 

 

Υξνληθά δηαζηήκαηα ζε δηάθνξεο θάζεηο ηεο ηαιάληωζεο. 

Η απόζηαζε κεηαμύ ησλ δύν αθξαίωλ ζέζεσλ είλαη d = 2Α θαη γηα 

ηηο κεηαβάζεηο από ηελ ζέζε ηζνξξνπίαο ζηηο αθξαίεο ζέζεηο θαη 

αληίζηξνθα ρξεηάδεηαη ρξόλνο 
T

Γt =
4

 όπνπ Τ ε πεξίνδνο ηεο 

ηαιάλησζεο  

Γηα κεηάβαζε από ηε κία αθξαία ζέζε ζηελ άιιε ή από ηε ζέζε ηζνξξνπίαο έωο ηελ επηζηξνθή ζ’ 

απηή απαηηείηαη ρξόλνο 
T

Γt =
2

. 

Δειαδή ζε ρξόλν 
T

4
 ην ζώκα δηαλύεη απόζηαζε ίζε κε Α.  

Πξνζνρή!!! απηό δελ είλαη γεληθό ζπκπέξαζκα, δειαδή ζε θάζε ρξνληθό δηάζηεκα ίζν κε 
T

4
 λα δηαλύεη ην 

ηαιαληνύκελν ζώκα απόζηαζε Α γαηί ε απιή αξκνληθή ηαιάλησζε δελ είλαη θίλεζε επζύγξακκε νκαιή. 

x1

π1α1 π2 α2

1 2

Ο +Α

x4

-Α

π4α4 π3 α3

4 3

x2

x3

x0

A

A ) ζ

αmax

-αmax

α
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Σε κία πεξίνδν ε κεηαηόπηζε ελόο ηαιαληνύκελνπ ζώκαηνο είλαη Γx = 0, αθνύ ην ζώκα επηζηξέθεη ζηελ 

αξρηθή ηνπ ζέζε, ην δε δηάζηεκα πνπ δηαλύεη είλαη S = 4Α.  

Τν παξαπάλσ δηάγξακκα δείρλεη ηηο θάζεηο κηαο ηαιάλησζεο ζε κία πεξίνδν. Τα ζπκπεξάζκαηα πνπ 

πξνθύπηνπλ είλαη ίδηα είηε ρξεζηκνπνηήζνπκε σο ζεκείν εθθίλεζεο ηε ζέζε ηζνξξνπίαο είηε θάπνηα από ηηο 

αθξαίεο ζέζεηο.  
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       Ζ (΢ΤΝΗ΢ΣΑΜΔΝΖ) ΓΤΝΑΜΖ ΢ΣΖΝ ΑΠΛΖ ΑΡΜΟΝΗΚΖ ΣΑΛΑΝΣΩ΢Ζ 

Κάζε ζώκα κάδαο m πνπ εθηειεί απιή αξκνληθή ηαιάλησζε έρεη επηηάρπλζε θαη θαηά ζπλέπεηα δέρεηαη 

ζπληζηακέλε δύλακε θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ηαιάλησζεο ηνπ. Σύκθσλα κε ην 2
ν
 λόκν ηνπ Newton, ηζρύεη: 

2 2ΣF mα ΣF m( σ x) ΣF mσ x   

Αλ ζπκβνιίζνπκε κε D ην γηλόκελν mσ
2
, ε παξαπάλσ ζρέζε γξάθεηαη: ΢F = -Dx   

Η ζηαζεξά αλαινγίαο D = mσ
2
 ιέγεηαη ζηαζεξά επαλαθνξάο ή ζηαζεξά ηεο ηαιάληωζεο θαη ε ηηκή ηεο 

εμαξηάηαη από ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ ηαιαληώλεηαη. Από ηε ζρέζε ΣF = –Dx πξνθύπηεη 

όηη: Όηαλ έλα ζώκα εθηειεί απιή αξκνληθή ηαιάλησζε, ε ζπληζηακέλε δύλακε πνπ δέρεηαη είλαη αλάινγε 

κε ηελ απνκάθξπλζε ηνπ θαη έρεη πάληνηε αληίζεηε θαηεύζπλζε από απηή. Απηό ζεκαίλεη όηη ε ζπληζηα-

κέλε δύλακε, όπωο θαη ε επηηάρπλζε, έρεη θνξά πάληνηε πξνο ηε ζέζε ηζνξξνπίαο. Γηα ην ιόγν απηό ε 

ζπληζηακέλε δύλακε ιέγεηαη θαη δύλακε επαλαθνξάο, αθνύ δξα έηζη, ώζηε λα επηηαρύλεη ην ζώκα πάληα 

πξνο ηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπ. 

Η ζπληζηακέλε δύλακε πνπ δέρεηαη ην ζώκα κεγηζηνπνηείηαη (θαηά κέηξν) θάζε θνξά πνπ ην ζώκα θηάλεη 

ζε αθξαία ζέζε. Η κέγηζηε δύλακε επαλαθνξάο έρεη κέηξν maxmax
΢F = DA = mα . 

 

Παξαηήξεζε: Ζ ζρέζε ΢F = –Dx απνηειεί ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε ώζηε έλα ζώκα λα εθηειεί 

απιή αξκνληθή ηαιάληωζε. Απηό ζεκαίλεη πσο αλ ζέινπκε λα απνδείμνπκε όηη ε γξακκηθή ηαιάλησζε 

πνπ εθηειεί έλα ζώκα είλαη θαη αξκνληθή, κπνξνύκε απιώο λα απνδείμνπκε όηη ζε θάζε ζέζε 

απνκάθξπλζεο x από ηε ζέζε ηζνξξνπίαο ε ζπληζηακέλε δύλακε πνπ δέρεηαη ην ζώκα είλαη αλάινγε ηεο 

απνκάθξπλζεο θαη έρεη αληίζεηε θαηεύζπλζε από απηή. Φπζηθά ηζρύεη θαη ην αληίζηξνθν, δειαδή όηη αλ 

έλα ζώκα εθηειεί απιή αξκνληθή ηαιάλησζε, ηόηε ε ζπληζηακέλε δύλακε πνπ δέρεηαη ζε θάζε ζέζε 

απνκάθξπλζεο x από ηε Θ.Ι. ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε ΣF = –Dx. 

 Γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ ζρέζεωλ: ΢F = –Dx, ΢F = mα, ΢F = –DAεκωt. 

ΣF

x0

DA

DA

A

A ) ζ

      

ΣF

α0

-αmax

αmax

- Fmax

Fmax

      

0
t

T

ΣFmax

-ΣFmax

T

4

T

2

3T

4

ΣF

 



 ΢ρέζε γωληαθήο ζπρλόηεηαο θαη πεξηόδνπ κηαο Α.Α.Σ. κε ηε ζηαζεξά επαλαθνξάο. 

Από ηε ζρέζε D = mσ
2
 πξνθύπηεη: 

D
ω =

m
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Από ηε ζρέζε απηή παίξλνπκε: 
2π 2π 2π

σ Τ Τ
Τ σ D

m

 
m

T = 2π
D
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          Ζ ΔΝΔΡΓΔΗΑ ΢Δ ΢Τ΢ΣΖΜΑ ΠΟΤ ΔΚΣΔΛΔΗ Α.Α.Σ. 

Η ελέξγεηα ηεο ηαιάλησζεο Ε ελόο ζπζηήκαηνο πνπ εθηειεί απιή αξκνληθή ηαιάλησζε ηζνύηαη κε ηελ 

ελέξγεηα πνπ πξνζθέξακε αξρηθά ζην ζύζηεκα γηα λα ην ζέζνπκε ζε ηαιάληωζε. Η ελέξγεηα ηεο απιήο 

αξκνληθήο ηαιάλησζεο ππνινγίδεηαη από ηνλ ηύπν:  

       
21

E = DA
2

 

Από ηελ ηειεπηαία ζρέζε πξνθύπηεη όηη ην πιάηνο Α θαζνξίδεηαη από ηελ ελέξγεηα ηεο ηαιάληωζεο 

(όπσο θαη ε κέγηζηε ηαρύηεηα ηεο ηαιάλησζεο πmax), δειαδή από ηελ ελέξγεηα πνπ πξνζθέξακε αξρηθά ζην 

ζύζηεκα ώζηε λα αξρίζεη λα ηαιαληώλεηαη. Σε όιε ηε δηάξθεηα ηεο ηαιάλησζεο ε ελέξγεηα απηή παξακέλεη 

ζηαζεξή. Άξα: 

Ζ ελέξγεηα κηαο απιήο αξκνληθήο ηαιάληωζεο είλαη ζηαζεξή θαη αλάινγε κε ην ηεηξάγωλν ηνπ πιά-

ηνπο ηεο ηαιάληωζεο. 

Σηε δηάξθεηα ηεο ηαιάλησζεο ε ελέξγεηα ηαιάλησζεο εκθαλίδεηαη σο δπλακηθή ελέξγεηα ηαιάλησζεο θαη σο 

θηλεηηθή ελέξγεηα. Η θηλεηηθή θαη ε δπλακηθή ελέξγεηα ππνινγίδνληαη αληίζηνηρα από ηηο ζρέζεηο: 

      21
K = mπ

2
        θαη       21

U = Dx
2

  

 

 Απόδεημε ηεο ζρέζεο 21
U = Dx

2
 

Αλ ην ζώκα βξίζθεηαη αθίλεην ζηε ζέζε ηζνξξνπίαο Ο (x = 0), γηα λα κεηαθηλεζεί ζε κηα άιιε ζέζε, πξέπεη 

λα ηνπ αζθεζεί εμσηεξηθή δύλακε εμF . Καηά ηε κεηαθίλεζε απηή ζα αζθείηαη ζην ζώκα θαη ε δύλακε 

επαλαθνξάο. Γηα λα κεηαθηλεζεί ην ζώκα ζε ζέζε x ρσξίο ηαρύηεηα, πξέπεη ην κέηξν ηεο εμσηεξηθήο 

δύλακεο λα κεηαβάιιεηαη έηζη, ώζηε ε δύλακε απηή λα είλαη ζπλερώο αληίζεηε κε ηε δύλακε επαλαθνξάο. 

Δειαδή πξέπεη λα ηζρύεη:   Fεμ = –Fεπ = Dx 

Σπλεπώο ε δύλακε Fεπ είλαη κεηαβιεηνύ κέηξνπ, νπόηε ην έξγν ηεο ππνινγίδεηαη από 

ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο εμίζσζεο Fεμ = f(x). To εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΟΚΛ 

ηζνύηαη κε ην έξγν ηεο δύλακεο Fεμ. Επνκέλσο:  

    
εθ εθ

2

F (ηξηγ) F

1 1
W Εκβ Dx x W Dx

2 2

  

Σν έξγν ηεο εμωηεξηθήο δύλακεο εθθξάδεη ηελ ελέξγεηα πνπ πξνζθέξακε ζην ζύζηεκα θαη ε νπνία 

απνζεθεύηεθε σο δπλακηθή ελέξγεηα (αθνύ ην ζώκα κεηαθηλήζεθε ρσξίο ηαρύηεηα). Αλ δερηνύκε όηη ην 

ζώκα δελ έρεη δπλακηθή ελέξγεηα όηαλ βξίζθεηαη ζηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπ, ηόηε ζηε ζέζε απνκάθξπλζεο x 

από ηε Θ.Ι. ε δπλακηθή ελέξγεηα ππνινγίδεηαη από ηνλ ηύπν 21
U Dx

2
. 

Fεμ

xO

Dx Κ

Λ x
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 Ζ αξρή δηαηήξεζεο ηεο ελέξγεηαο ζηελ απιή αξκνληθή ηαιάληωζε 

Η νιηθή ελέξγεηα ηαιάλησζεο Ε ελόο ζπζηήκαηνο πνπ εθηειεί απιή αξκνληθή ηαιάλησζε παξακέλεη 

ζηαζεξή θαη είλαη θάζε ζηηγκή ίζε κε ην άζξνηζκα ηεο δπλακηθήο ελέξγεηαο ηαιάλησζεο θαη ηεο θηλεηηθήο 

ηνπ ελέξγεηαο. Δειαδή: Δ = Κ + U 

2 2 2 2 2

max

1 1 1
K mπ m(π ζπλσt) mσ Α ζπλ σt

2 2 2
  

2 2 2 2 2 21 1 1
U Dx mσ (Αεκσt) mσ Α εκ σt

2 2 2
  

θαη 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1
Ε Κ U mσ Α ζπλ σt mσ Α εκ σt mσ Α (ζπλ σt εκ σt) mσ Α ζηαζ.

2 2 2 2
   

 

Από ηελ ηειεπηαία ζρέζε δηαπηζηώλνπκε ηα αθόινπζα: 

α. ΢ηε ζέζε ηζνξξνπίαο (x = 0) ε δπλακηθή ελέξγεηα είλαη κεδέλ, ελώ ε θηλεηηθή ελέξγεηα είλαη κέγηζηε 

ίζε κε ηελ νιηθή ελέξγεηα ηεο ηαιάλησζεο. Δειαδή 2

max max

1
Δ = Κ = mπ

2
. 

β. ΢ηηο αθξαίεο ζέζεηο ηεο ηαιάληωζεο (x = ±Α) ε θηλεηηθή ελέξγεηα είλαη κεδέλ, ελώ ε δπλακηθή 

ελέξγεηα είλαη κέγηζηε θαη ίζε κε ηελ νιηθή ελέξγεηα ηεο ηαιάλησζεο. 

Δειαδή 2

max

1
Δ = U = DA

2
. 

γ. ΢ε νπνηαδήπνηε ελδηάκεζε ζέζε (εθηόο από ηε Θ.Η.) ην ζύζηεκα έρεη θαη θηλεηηθή θαη δπλακηθή 

ελέξγεηα. Σπλεπώο κπνξνύκε λα γξάςνπκε ηελ αξρή δηαηήξεζεο ηεο ελέξγεηαο κε ηελ εμήο κνξθή: 

2 2 2 2 21 1 1
E K U mσ Α mπ mσ x

2 2 2

2 2 2 2 2ω Α = π + ω x   

αιιά κπνξνύκε λα ζπλδέζνπκε θαη δύν ζέζεηο ηεο ηαιάλησζεο σο εμήο: 

1 1 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2

E K U 1 1 1 1
K U K U mπ mσ x mπ mσ x

E K U 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2
π + ω x = π + ω x   

 

 Υξνληθέο εμηζώζεηο ηεο θηλεηηθήο θαη ηεο δπλακηθήο ελέξγεηαο ζηελ Α.Α.Σ. θαη νη αληίζηνηρεο 

γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο 

ζεσξνύκε έλα ζώκα ην νπνίν εθηειεί απιή αξκνληθή ηαιάλησζε θαη ηε ρξνληθή ζηηγκή t = 0 δηέξρεηαη από 

ηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπ (x = 0) κε ζεηηθή ηαρύηεηα (π > 0).  

Σηελ πεξίπησζε απηή ηζρύεη:    x = Αεκσt    θαη     π = πmaxζπλσt.  

Επνκέλσο έρνπκε (ην δείμακε πην πάλσ): 
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2 2 2 2 2 2

max

1 1 1
K mπ m(π ζπλσt) mσ Α ζπλ σt Eζπλ σt

2 2 2
  

2 2 2 2 2 2 21 1 1
U Dx mσ (Αεκσt) mσ Α εκ σt Eεκ σt

2 2 2
  

 

Παξαηήξεζε: Τν ζρήκα πνπ θαίλεηαη δίπια πξνθύπηεη από ηνπο ηύπνπο απνηεηξαγσληζκνύ ηνπ εκηηόλνπ 

θαη ηνπ ζπλεκηηόλνπ (ηνπο νπνίνπο δελ έρεηε δηδαρζεί), 2 1 ζπλ2σt
εκ σt

2
  θαη 2 1 ζπλ2σt

ζπλ σt
2

 νπόηε 

ζύκθσλα κε απηέο ηηο ζρέζεηο έρνπκε:  

1 ζπλ2σt Ε Ε
K E ζπλ2σt

2 2 2
 

1 ζπλ2σt Ε Ε
U E ζπλ2σt

2 2 2
 

Από ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο πξνθύπηεη όηη ε θηλεηηθή θαη ε δπλακηθή ελέξγεηα εθηεινύλ ηαιάλησζε κεηαμύ 

ησλ ζέζεσλ κεδέλ θαη Ε. Δειαδή ζπληκεηνλνεηδήο ζπλαξηήζεηο πνπ έρνπλ άμνλα ζπκκεηξίαο ην Ε/2. 

Επνκέλσο ε δπλακηθή θαη ε θηλεηηθή ελέξγεηα είλαη πεξηνδηθέο ζπλαξηήζεηο ηνπ ρξόλνπ, κε γσληαθή 

ζπρλόηεηα (σ') δηπιάζηα από ηε γσληαθή ζπρλόηεηα ηεο ηαιάλησζεο (σ). 

Πξνθαλώο ηζρύεη θαη Σ′ = Σ/2 θαη f ′ = 2f. 

 

 Οη εμηζώζεηο Κ = f(x) θαη U = f(x) ζηελ Α.Α.Σ. θαη νη αληίζηνηρεο γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο 

Η δπλακηθή ελέξγεηα ηεο ηαιάλησζεο δίλεηαη από ηε ζρέζε:   21
U Dx

2
   κε   –Α ≤ x ≤ +Α 

Η ζρέζε απηή είλαη ηεο κνξθήο y = αx
2
 κε 

1
α D 0

2
. Απηό ζεκαίλεη όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο δπ-

λακηθήο ελέξγεηαο ζε ζπλάξηεζε κε ηελ απνκάθξπλζε είλαη παξαβνιή πνπ ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ.  

Η θηλεηηθή ελέξγεηα δελ έρεη άκεζε εμάξηεζε από ηελ απνκάθξπλζε νπόηε από ηελ Α.Δ.Ε. γηα ηελ 

ηαιάλησζε πξνθύπηεη: 21
E K U K E U K E Dx

2
 

Η ζρέζε απηή είλαη ηεο κνξθήο y = α – βx
2
  κε  

1
β D

2
  

Καηά ζπλέπεηα ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο θηλεηηθήο ελέξγεηαο ζε 

ζπλάξηεζε κε ηελ απνκάθξπλζε είλαη παξαβνιή πνπ ζηξέθεη ηα θνίια 

θάησ.  

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο U = f(x), Κ = f(x) θαη Ε = f(x) θαίλνληαη ζην 

δηπιαλό ζρήκα.  

 

Παξαηήξεζε: Η θηλεηηθή ελέξγεηα γίλεηαη ίζε κε ηε δπλακηθή ελέξγεηα (Κ = U) θάζε θνξά πνπ ην ζώκα 

δηέξρεηαη από ηηο ζέζεηο 
2

x = ± A
2

 (κε απόδεημε). Απηό κπνξεί λα απνδεηρζεί σο εμήο: 

Εθαξκόδνπκε ηελ ΑΑ.Ε. γηα ηελ ηαιάλησζε: 
2 21 1 2

E K U E 2U DΑ 2 Dx x A
2 2 2

  

0
t

U, K,E

TT

4

T

2

3T

4

        U

        K

E

        U

        K

E

AA x A 2

2

A 2

2

E

2
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 Οη εμηζώζεηο Κ = f(π) θαη U = f(π) ζηελ Α.Α.Σ. θαη νη αληίζηνηρεο γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο. 

II θηλεηηθή ελέξγεηα ηνπ ζώκαηνο δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

    21
K mπ

2
   κε    –πmax ≤ π ≤ + πmax 

Από ηελ αξρή δηαηήξεζεο ηεο ελέξγεηαο πξνθύπηεη:  

    21
U E K E mπ

2
     κε    –πmax ≤ π ≤ + πmax 

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο θηλεηηθήο, ηεο δπλακηθήο θαη ηεο νιηθήο 

ελέξγεηαο ζε ζπλάξηεζε κε ηελ ηαρύηεηα ηνπ ζώκαηνο θαίλνληαη ζην 

δηπιαλό ζρήκα. 

 

Παξαηήξεζε: Η θηλεηηθή ελέξγεηα γίλεηαη ίζε κε ηε δπλακηθή ελέξγεηα (K = U) θάζε θνξά πνπ ε ηαρύηεηα 

ηνπ ζώκαηνο απνθηά ηηο ηηκέο max

2
π = ± π

2
 (κε απόδεημε). Απηό κπνξεί λα απνδεηρζεί σο εμήο: 

Εθαξκόδνπκε ηελ ΑΑ.Ε. γηα ηελ ηαιάλησζε: 
2 2

max max

1 1 2
E K U E 2K mπ 2 mπ π π

2 2 2
  

 

 Απόδεημε ηεο ζρέζεο 2 2π = ±ω Α - x  κε ηε βνήζεηα ηεο Α.Γ.Δ. γηα ηελ ηαιάληωζε 

Από ηελ Αξρή Δηαηήξεζεο ηεο Ελέξγεηαο έρνπκε: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1
E K U mσ Α mπ mσ x σ Α π σ x π σ Α x

2 2 2
 

 

 Φάζε ηεο ηαιάληωζεο 

Φάζε νλνκάδνπκε ηελ ηαιάλησζε ηελ πνζόηεηα πνπ ππάξρεη ζηελ εμίζσζε ηεο 

απνκάθξπλζεο κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη είλαη ηεο κνξθήο  x = Αεκσt ηόηε ε θάζε είλαη θ 

= σt. 

Από ηελ παξαπάλσ εμίζσζε θαίλεηαη όηη ε θάζε είλαη αύμνπζα ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ 

θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο είλαη απηή πνπ θαίλεηαη ζην δηπιαλό ζρήκα. 

Από ην ζρήκα πξνθύπηεη όηη από ηελ θιίζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κπνξνύκε λα 

ππνινγίζνπκε ηελ θπθιηθή ζπρλόηεηα αθνύ 
Δθ

σ
Δt

.  

 

θ

t0

θ = σt

        U

        K

E

πmaxπmax π

E

2

max
π 2

2

max
π 2

2


